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Introduction

Le but de ce séminaire a été principalement de me familiariser avec les espaces de Besov qui sont définis
via la théorie moderne de Fourier initiée par Littlewood et Paley dans les années 30, puis de voir quelques
utilisations dans les EDP d’évolution.

Dans une premiére partie, on introduit les espaces de Besov (inhomogeénes) apres une présentation succincte
de quelques outils d’analyse harmonique. Puis on présente un résultat de composition dans un espace de Be-
sov particulier démontré par M. Vishik en 1998 ([VI98]). Enfin on s’intéresse & deux types ’EDP d’évolution
particulieres que sont les équations de transport-diffusion et les équations d’Euler. Dans le premier cas, on
présente un résultat de T. Hmidi et S. Keraani de 2008 ([KHO8]) donnant la persistance de la régularité By
pour I’équation de transport-diffusion. Puis, nous voyons une application de ce résultat a la persistance globale
en temps de la régularité pour les équations d’Euler en dimension 2 dans les espaces critiques de type Besov

2
(& savoir B:;”) ; résultat démontré par M. Vishik ([VI98]) pour le cas p < +oco puis par T.Hmidi et S.Keraani
pour le cas p = o0 ([KHOS]).

Je remercie Taoufik Hmidi de m’offrir 'opportunité d’un stage de M2 puis d’une these sous sa direction.



Soit d € N*. L’entier d représentera la dimension de ’espace sur lequel seront définies nos fonctions.

1 Espaces de Besov inhomogenes

1.1 La théorie de Littlewood-Paley ou I’art du découpage en fréquence

Nous présentons ici le tout début de la théorie de Fourier moderne développée (entre autres) par Littlewood
et Paley. Cette théorie consiste a découper en fréquence les fonctions ou distributions auxquelles on s’intéresse
en somme de fonctions régulieres dont la transformée de Fourier est & support compact dans une boule ou un
anneau. Nous verrons les résultats présentés ici comme des outils pour démontrer des estimations.

a) Lemme de Bernstein Le lemme suivant, trés utile en pratique, permet d’obtenir des estimations de
normes LP liant une fonction a ses dérivées, pourvu qu’elle ait en fréquence un support contenu dans une boule
ou un anneau.

Lemme 1 (Bernstein). Soit C une couronne. Soit B une boule. Soit X € R’
Alors il existe Cy > 0 telle que pour tout k € N*, pour tout (p,q) € [1,+00]? avec q¢ = p, pour tout u € LI’(Rd)
on a :
Supp(t) C AB =>|| D*u ||,< C§+1)\k+d<%7é) Il
Supp() C \C = Co_k_l)‘k | <l D [p< C(})H_l)‘k | wllp

ol
[ Dy Hp: sup || 0%u Hp

|a|=k

b) Partition dyadique de 'unité Le lemme fondamental de la théorie de Littlewood-Paley est le suivant.
Il donne l’existence d’une partition de I'unité dyadique.

Lemme 2. Il eziste (x, ) € S(R?)? tel que (¥, ¢) € D(RY) x D(RIN\{0}) a support respectivement dans une
boule et un anneau et

+oo
VEERY R + D p27%) =1,
q=0
Vj € N*, supp(p(277+)) N supp(x) = 0
V(j,q) € N?,|j — q| > 2= supp(p(277-)) N supp(p(277)) =0

Idée de preuve : On prend y € D(RY) telle que ¥(€) € [0,1] et X(¢) = { (1) : E} i 1% puis
crev o6 .
$(6) = x(5) = x(&)

Notations :
Soit v € §'(R?).
Pour f : R — R une fonction mesurable & croissance au plus polynomiale, on note (multiplicateur de Fourier) :

f(Dyw =F Y fFv)=F 'fxu.
On note alors avec le x et le ¢ du lemme précédent :

VgeZ,g< 2= Av=0,
A_1v=x(D)v = x *v,
Vg € N, Ayv = ¢(279D)w = 29%p(27.) % v,

q—1
Sg= > A,

j=-1

Comme 6y = F 11 est I’élément neutre de la convolution, on a formellement :

Id= Y A,

q=-1




—+o0
et Iécriture v = Z Agv est appelée
=1
Remarques : !
e Les opérateurs A, sont des opérateurs de localisation en fréquence dans une couronne de taille 29.
e Pour tout (j,¢q) € (NU{-1})?*, ona: [j — ¢l >2= A;A, =0 (quasi-orthogonalité).
e Pour tout ¢ € NU {—1}, par I'inégalité de Young pour la convolution, I'opérateur A, est linéaire et continu
de LP dans LP pour tout p € [1,+0oc], de norme || ¢ |1 sig € Net || x ||1 si ¢ = —1.
Donc Vp € [1,+00], Ay € Lo(LP) uniformément en q.

On énonce un résultat de décomposition de ¢ démontré par J.-Y. Chemin dans [CHE95].
Proposition 1. Il existe (ax)1<r<a € D(RIN\{0})? tel que

d

VEERY G(&) = Y i&kbi(€) ot Oy = ar.

k=1

Si I’on pose pour f € S'(R?),
Vj e NVk € [1,d], Ajif = 0,.(277 D) f = 2790,(27.) * f

on en déduit la décomposition suivante :

d
vjieN,[A; =27 oAy,

k=1

En effet, pour tout j € N, tout f € S'(R?), on a :

d
2*j28koﬁjkf = 27 323d28k 19k 2j) f)

- 2J2sz (O (F10,(27))) = f

= 27Joid Z%f (fkék(2j-)) * f
M= d
= 20F! <Z i€x0k(27) ) f
k=
— 22l s f
= Ajf
1.2 Présentation des espaces de Besov inhomogenes
Définition 1. Soit s € R. Soit (p,r) € [1,+00]2. On appelle Pespace
By, (RY) = {ue S'®R)/ || 2% || Aqu llp)qez llirzy< +00} .
Pour u € By .(R?), on note :
lullsg, =l % || Aqu llp)gez [lir(z) -

Remarques :
e L’espace B, - (R9) est parfois noté plus simplement B, .
e La déﬁnition de By, est indépendante du choix des x et ¢ de la décomposition de Littlewood-Paley.
e Par une certaine caractensamon de H®, ona B3 , = H*.
e Pour s €]0,1[, on a BS, , = C%* (espace de Hélder de régularité s (voir la définition page suivante)).

Proposition 2. Soit s € R. Soit (p1,p2,71,72) € [1,+00]* tel que p1 < pa et 1 < ro.
Alors

i(hoh)
By, ., = Bp,, ™ "7 injection continue

Idée de preuve : Inégalité de Bernstein et injection continue de I"(Z) dans ("2 (Z).



2 Composition dans les espaces fonctionnels

2.1 Composition par les fonctions lipschitziennes dans les espaces de Holder
Pour p €]0, 1], on note C%* 'espace de Hélder de parametre de régularité p. On le munit de la norme
X [f(z) — f(y)l
“Nleoo=|| - lLee +[], o1t [f], = sup ————"=.
I~ Moo=l -1l [p ot [f, SUP T Ty
Enfin on note || - ||zip= []1.
Proposition 3. Soit p €]0,1]. Soit f € CO?(R) Soit g € C*'(R?) injective.

Alors fog € CO(R?) et on a l'estimation :

I £ 09 leormn <l £ llev.oqmy max (1,11 g 17, -

Preuve :
e Clairement, || fog |[Le<|| f ||z -
e Soit (z,y) € (RY)? tel que = # y, alors par injectivité de g, g(z) # g(y) et on a :

|f(g(@) = flgw)] _ [f(g(z)) — flg(y))l (Ig(fc) —g(y)|>p <Uflllglle

|z —ylr o glx) —g()lP |z — y| L -

Par passage au sup, on en déduit que
[foglo<[flo gl -
D’ou
| Foglleonn=Il fog e +1f 0 gly Il £ llcooe max (1,11 g 1) -

2.2 Composition dans B,

Pour conclure cette section, nous présentons un résultat démontré par M. Vishik en 1998 dans [VI9S]. Il s’agit
d’une estimation logarithmique pour la composition par une fonction bi-lipschitzienne préservant la mesure de
Lebesgue dans l’espace de Besov Bgo,l' On a donc un gain vis-a-vis du résultat de composition précédent :
estimée logarithmique vs estimée linéaire.

Théoréme 1. Soit f € BY ;.
Soit g : RY — R un homéomorphisme bi-lipschitzien préservant la mesure de Lebesgue.
Alors fog=t € BY | et on a l'estimation :

I fog™ s, <C(1+log(l g llzipll 7" i) II £ I, , -

Preuve :
Soit N € N* a choisir correctement plus tard. En utilisant la décomposition de Littlewood Paley pour f,
Iinégalité triangulaire et le théoreme de Fubini Tonelli on a :

—+o0
I fog s = > I1A(fog™) e

N =1
<Y oA AN g ) e+ D 125((ARN g ) e+ D 1A5((ARNog™) e | (o).
m=—1 \|j—m|<N j—m>=N m—j>=N

On va estimer || A; (A f) o g™!) ||oo différemment sur chacun des trois morceaux.
e On suppose |j —m| < N. Soit x € R9.
> Si j € N, on a par inégalité triangulaire :

Ai(@nfog @l = 2 [ p@)An)e @ - v

< 2 Je@y(Anf) (g (@ —y))ldy
<

Rd

| Apf |loo car ¢ € S(Rd) C Ll(Rd).



Par passage au sup, il vient :
I 2;((Amf)og™) llooSI Amf lloo

> Si j = —1, en procédant de maniere analogue on obtient :
I 25((Anf)og™) llooSIl Amf lloo car x € S(RT) € LY(RY).

Dans les deux cas, on a :

j = m| <N =] 8;(Anf)og7") oSl A f Nl | (B)-

e On suppose |j —m| = N.

On remarque tout d’abord qu’au sens des distributions, on a || Vu ||eo=|| @ ||Lip -
Pour majorer, I'idée est d’utiliser la décomposition pour A; ou pour Ay,.

> Si j —m > N, alors on applique aAj.

Comme m > —1 et N > 1, il vient j € N.

Soit x € Rd alors :

d
1A;(Amf)og™@)] = 277 290,(61(27) x (A f) 0 g~ ") ()|
k=1
d
= 277 290,(27) % Ok (A f) 0 g7 ") ()]
k=1
d

- |2—j22dj9k(2j-) (Ok(Amf) o g Okg™ ()|

2~ JZ?IJ/ 0k (27 (x — ) (O(Am ) 0 g7 ) (y)Okg ™ (y)dy]

N

N

Ainsi, par passage au sup, il vient

125 ((Amf)og™) loS 277 I VARS llooll 97" Ilzip -

Or par le lemme de Bernstein on a :

[ VARS oS 2™ | Amf oo -

D’ou

j=m>2N=]8;(Anf)og™") xS 2" || Anf llsoll 97" llip

> Sim —j > N, alors on applique a A,

Soit = € R<.
x Sij €N, alors :
1A;((Amf)og )(a)] = |2jd<P(2j-)d*((Amf)og_l)(wﬂ
= [2927 ) " p(27) # Ok (A f) 0 g7 1) (@)]
k=1

d
= Y [ e )o@ )
k=17 R?

2 JZT”/ 0021 = IOk B ) o 90 009~ ()l
277 H VAmf llooll 971 [|2ip car VEk € [1,d], 0, € L' (R?).

d
= |2idg—m Z/ (27 (x — g(1))Ok(A i f) (w)du| car g préserve la mesure de Lebesgue
Rd

d
= 2127 [ G2~ g())B e (u)d] pa IPP
=1/ R?

d
= S [ @)@~ gk ) e )i
k=17 R?



d
< 223 [ 10 - ) g0)|[ B ()]
— /R
< 27N A llooll 9 llzap 27 /Rd (8y, ) (27 (& = g(u)))|du
kjl -
= 2/—m Z | Ak f ool g | 2ip / |Okp(v)|dv car g préserve la mesure de Lebesgue
— Rd
k=1 £
S 227" | g lnip Z | Ak f lloo car ¢ € S et u— d%u est continue de S dans lui-méme.
k=1
Par passage au sup, il vient :
d ~
12 ((Anf)og™) oS 2™ g llzip D | Auief llso -
k=1
x Si j = —1, en procédant de manieére analogue, on obtient :
125 ((Anf)og™) oS 2™ N g llzip D | Auief llso -
k=1
Dans les deux cas, on a :
m—3j2N= 2 ((Anf) o9 ) IS 2™ I g llzip D | Amrf lloo | (5)
k=1
e En combinant («), (8), (v) et (0), il vient :
I fog" lin |
+oo d _
S Yo o Auf e 197 lzapl Anflloe D 2"+ N g leip D> I DS lloo D 2777
m=—1 \|j—m|<N j—m>N k=1 m—j=N
+oo “+o00 +oo d B
S <N Yool Anflle +27N g7 e D I AnS e +27N Ig llip D D I DS ||oo>
m=—1 m=—1 m=—1k=1

SINH2 N g™ iy +27V 1 g ) | S llse,, -

En prenant N = [logy(|| g | Lipll 97" ||lLip)] +1 = 1 car g préserve le volume, on obtient I'estimation souhaitée.

3 EDP d’évolution et espaces de Besov

Nous commengons par donner une méthode générale pour démontrer I'existence et I'unicité de solutions a
une EDP d’évolution (non-linéaire).
x Existence : en 4 étapes.
> Si on a de la chance, un théoreme de point fixe peut permettre de conclure directement. Sinon on commence
par régulariser la donnée initiale (soit par convolution, soit en localisant via les S;) puis on créé un schéma
(suite) de solutions approchées.
> On cherche & obtenir une/des estimation(s) uniforme(s) de la (des) norme(s) de nos solutions approchées
dans espace (les espaces) d’intérét.
> On cherche a prouver la convergence de notre suite de solutions approchées. Globalement deux manieres d’y
arriver : argument de compacité (extraction de sous-suite) ou argument de complétude (suite de Cauchy). On
peut étre amené lors de cette étape a changer d’espace fonctionnel de travail.
> On conclue en montrant que la limite obtenue est solution du probleme.
x Unicité : généralement une méthode énergétique ou une estimation ou un principe du maximum.

3.1 Transport-diffusion

On s’intéresse ici au probleme de transport-diffusion, posé de la maniere suivante :
Oa+v-Va—pla=f
(I'D,) div(v) =0
a’(oa ) = aq



ot a: Ry x R® — R est I'inconnue, g > 0, v : Ry x RY — RY est un champ de vecteurs de divergence nulle et
ap: R 5 Ret f: R, x R — R sont des données.

Remarque :
La partie Ora+ v - Va traduit le transport de a par le champ de vecteur v et la partie —uAa traduit la diffusion.

Proposition 4. On suppose que v € L}, (Ry,C% (R)). Soit a une solution de (TD,,).
Alors, pour tout s €] — 1,1[, pour tout (p,q) € [1,+cc)?, il existe C = C(s,d) > 0 telle que :

ot
Vi€ Ry, alt,) |p;, < CeCVO (n oo g, + [ O 1) I, df)
0

ol
Ve Ry, V(D) =l Vo 1 -

Preuve : Voir [BCD11]

De cette proposition, on en déduit le théoréme suivant [KH09] :

Théoréme 2. Soit p € [1,+00]. On suppose que v € L, (Ry,CO¥'(RY)) et f e L}, (Ry,BY,
solution de (T'D,,).
Alors il existe C = C(d) > 0 telle que :

). Soit a une

vteRy, |la(t) sy, <C (Iao g, + 1/ llzisg, ) (1+ 1 Vo

L%Loo> .

Preuve :
Pour tout ¢ € NU {—1}, on note G, 'unique solution (définie globalement) du systéme linéaire suivant :

Ou+v-Vu—pAu=A,f
U(O, ) = Aqao.

+oo
Par linéarité et unicité de la solution, il vient : a = Z .

qg=—1
Soit N € N* & choisir correctement plus tard. Alors, par inégalité triangulaire, théoréme de Fubini et définition
des espaces de Besov, on a pour tout ¢t > 0 :

| a(t, IIBo—ZIIAa Ve Do I At ) I+ D I Agag(t,) Il -

li—qlZN li—q|<N

Encore une fois, il s’agit d’estimer chaque morceau correctement.
e Si |j —¢| < N, alors en utilisant le fait que les opérateurs A; sont continus de LP dans LP uniformément en j
et lestimation d’énergie classique pour les normes L, on a :

Sl £ S Nat)l S S (1@ o+ 1Ak i) SN (a0 lsg, + 1 i, )

[j—agl<N l[i—al<N [7—gl<N

e En regarde maintenant le cas ol |j — ¢q| > N. Soit € € [0,1]. Soit ¢ € NU {—1}. D’aprés la proposition
précédente, on dispose de I’estimation suivante :

V20, |yt ) gz < CeVO (I Agag e, + 1 AT iy, ).
Rappelons que || u ||Bpii0: sup 25 || Aju |, .
T jeNu{-1}

Ainsi, pour tout ¢t > 0 et pour tout j € NU{—1},on a:
| Agdg(t, ) llp< 279V (|| Agao llpe, + 1| Agf llpys2e.) -

Or en utilisant la quasi orthogonalité de la famille des opérateurs A, et leur continuité de LP dans LP uni-
formément en g, il vient :

| Aqao ||B§io: sup 2" | AmAqao [lp= sup 2%em [ AmAgao I < 2+ | Aqao [|p -
’ meNU{—1} me{qg—1,q,q+1}



De maniere analogue, on obtient :
I A ppze, S25°0 M Agf lpsrs -

Finalement, en synthétisant, on obtient pour tout ¢ > 0 :
| Agg(t, ) Iy S 277571eCV® (| Agag Iy + 1| Agf lzaen ) -

En appliquant ce résultat avec € = %, on obtient pour tout t > 0 :

—+o0
~ _N _N
> I Aia) Iy $27FeVO ST (1 Agao lp + 1 Aaf luire) $27FeVO (Ilao llsg, + 1 £ lumg, ) -

l[i—q|ZN q=-1

e Finalement, on obtient pour tout ¢t > 0 :

_N
latt) sy, S (Waolleg, + 1 f llzzes, ) (27 ¥V + ).

20V (8)
log(2)

En prenant N = [ + 1}, on obtient 'estimation souhaitée.

3.2 Euler

On s’intéresse maintenant aux équations d’Euler pour les fluides homogenes parfaits incompressibles dans
le plan (d = 2) donné par le probléme :

ov+v-Vo+Vp=0
(E) { div(v) =0
U(Oa ) = Yo

ot v : Ry x R? — R? est le champs des vitesses du fluide supposé de divergence nulle (incompressibilité),
p: Ry x R? — R? est le champ de pression exercé sur le fluide et v : R? — R? est une donnée initiale.

3.2.1 Généralités

On souhaite éliminer la pression, il est donc commode d’introduire la quantité suivante :
Définition 2. On appelle Papplication w = rot(v) = d1v% — davl.
En appliquant le rotationnel & (E) on obtient :

Ow +rot(v- Vo) +  rot(Vp) =0.
———
=0 (Schwartz)

or

rot(v-Vo) = 01(v-Vo?)—ds(v- Vo)
= (01v) - Vo2 — (Oov) - Vol + v - V(9102 — dovt)
= (01v) - Vv2 — (99v) - Vol +v - Vw.
et

(01v) - Vv? — (9gv) - Vot = 0101010% + 010%020% — Dov' 010t — Dav?Oav!
= 61’1)1(61’1}2 — 621)1) + 621)2(61’()2 — 82’1}1)
= (011w + (O2v?)w
= (div(v))w
= 0.

D’ou le systeme suivant qui se trouve étre équivalent au précédent :

Ow+v-Vw=0

o S0
w(0,-) = wy

On voit alors que le tourbillon est transporté le long des lignes du flot ¢ associé au champ de vecteurs v :

Vo € R%,Vt € Ry, w(t, ¢(t, x)) = wo(x),



et donc que les normes LP sont conservées :
Vp € [1,400],Vt € Ry, [lw(t,-) [lp=I wo [Ip -
De plus on peut exprimer v en fonction de w. En effet, comme div(v) = 0, i.e. d1v! = —92v? on a :

A’Ul = 811’[)1 + 822’01
61(—62’()2) + 622’()1
—82(61’()2 — (92’1}1)

= —82w

et
Av? = (911’1}2 + (922’1}2

= (9111)2 + (92(*81’01)

= (91(81’02 — 82’01)

== (91&]
D’ou

A’UVLWOﬁVJ‘< 0 )
2]}

Ainsi, sous des hypotheses de décroissance a I'infini et en notant K (z) = 5 In(|z|) la solution fondamentale du

laplacien, il vient :

o(@) = (K * Viw)(@) = (VEK w)(2) = — / Mw(y)dy ol 2+ = ( = )

o Jge |z —y? 21

On donne les deux premiers résultats fondamentaux, le premier dii & T. Kato en 1972 dans [KAT72], le second
dt & V. Yudovich en 1963 dans [YUDG3].

Théoréme 3 (Kato). Soit s € R tel que s > 2 (ou s > % + 1 en dimension supérieure). On suppose vy € H¥.
Alors (E) admet une unique solution globale v € C°(Ry, H®) (seulement maximale en temps en dimension
supérieure avec un critére d’explosion en temps fini (BKM)).

Théoréme 4 (Yudovich). On suppose que wo € L* N L.
Alors (E) admet une unique solution (faible) globale.

3.2.2 Existence globale dans les espaces critiques de type Besov

Remarquons que l'on a les injections suivantes : B, < s (s>1+ % ou(s=1+ % et r =1)).
Nous disposons d’un résultat local d’existence dont la preuve suit le schéma présenté au début de cette section
(voir [DCO4] et [BCD11]).

Théoréme 5 (Dongho Chae). Soit s € R. Soit (p,r) € [1,+00]? tels que By, — C*'.
Alors il eviste C = C(s,p,7) > 0 telle que pour tout vo € B, . avec div(vg) = 0, il existe T' > W tel que
b,
(E) admette une solution v définie et continue (en un certain sens) localement en temps sur [0,T[ a valeurs
dans B ..
P

T

Si de plus Vg € L*(R?) pour a €]1,+o0| et / | Vo(7,) ||eo dT < 400, alors la solution continue d’exister
0

apres T.

Le cas surcritique est donné par le théoréme suivant obtenu par critére d’explosion sur le tourbillon (BKM) :

Théoréme 6. Soit (p,r) € [1,+0oc]?. Soit s > 1+ % Soit vo € By ,.(R?) tel que div(vg) = 0 et telle qu’il existe
a €]1,+o0[ tel que Vuvg € L*(R?).
Alors (E) admet une unique solution globale en temps v € CO(Ry, By (R?)) telle que Vv € L®(Ry, L*(R?)).

Le cas critique est donné par le théoreme suivant :

2
Théoréme 7. Soit p € [1,+00]. Soit vy € B;jP(RQ) telle que div(vg) = 0 et telle qu’il existe a €]1,+o00] tel
que Vg € L*(R?).
2
Alors (E) admet une unique solution globale v € CO(R, Bt

L1 (R?)) telle que Vo € L™(Ry, L*(R?)).



Preuve :
2

p

s’injecte continument dans B ,, il suffit de prouver le cas p = +oo.

00,1
Soit vg € Béo,l' L’existence locale est assurée par le théoreme 5 et on note [0, 7*[ I'intervalle d’existence maximal.
e Par définition du tourbillon et I'inégalité de Bernstein, on a pour tout ¢t € [0,T*] :

1+
Comme B, ;

Twt,) s ,= > [Awt)lle= D 118 (010° = 00") (t,) loS D 290 Agu(t,) llo=ll v(t

geNU{—1} geNU{—-1} geNU{—1}

Dou Vt € [0,T*], w(t,-) € BY
e En appliquant le théoreéme 2 au tourbillon satisfaisant 1’équation de transport (E) (cas particulier des équations
de transport-diffusion).

vt e 0,7 llwlt,) llse, Slwo sy, (141 V0 s )

On souhaite donc estimer || Vo(7,+) ||s pour 7 € [0,].

I Vo(r, ) e < Z | AgV(T,+) |l par inégalité triangulaire
g=-1
= [AaVou(r ||oo+ZHAW ) Moo
q=0
* Soit ¢ € N. On sait que Av = V+w. Donc en passant en Fourier, il vient : 0 = —%Ca.

Ainsi, en prenant une fonction ¢ € D(R?) valant 1 sur le support de ¢ et telle que 0 n’appartienne pas & son
support, on a :

F(AgVou(r,))() = @(279€)E0(, §)
= @(271)e(279E)E0 (T, €)
= p(2” q«E) (&) F(Aqw(T,-))(€) ot m est une fonction homogene d’ordre 0
= P@2I)mM2TIE)F(Agw(r,))(E)
F(221K (27:) * Aqw(r,-))(€) ot F(K)(€) = B(E)m(&).

On en déduit par injectivité de la transformée de Fourier que A,Vu(r,:) = 22‘1I~((2‘1-) * Aqw(T,-), puis par
I'inégalité de Young pour la convolution, sachant que K € S(R?) C L'(R?) que :

I AgVo(T, ) [loo Sl Age (T, ) [loo -

* D’autre part, on a :

A VO(T,) oo S | A1Vo(T, ) |lo par 'inégalité de Bernstein
< | A= 1w( ) |la car w — Vv est un opérateur de Calderon-Zygmund
< w(r ||a par continuité de 'opérateur A_; dans L

Il wo ||a car les normes sont conservées

D’ou
| Vo(r,) [Le Sl wo lla + | w(7,-) lIBo_, - (@)

On en déduit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout ¢t € [0, T*],
et ) s, Sl e, (14wt +C e g )-

t ~oo,1

En appliquant le lemme de Gronwall on en déduit que pour tout ¢t € [0, 7%,

lw(t, ) s, Sllwo s, (14 Ct [l wo lla)exp (Ct [l wo llse., ) - (8)

e On suppose par 'absurde que T < +oco. Alors, de (a) et () on a

.
/ | Vo(r, ) oo dr < +o.
0

On en déduit, par le critere d’explosion du théoreme 5, que la solution peut étre prolongée au-dela de T, ce
qui entre en contradiction avec la définition de 7. D’ott T* = 400 et la solution est définie globalement.
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